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Abstract
The generalized Grothendieck’s conjecture of periods ðCPGÞK predicts that if M is
a 1-motive deﬁned over an algebraically closed subﬁeld K of C; then
deg:transcQ Kðp!eriodesðMÞÞXdimQ MTðMCÞ: In this article we propose a conjecture
of transcendance that we call the elliptico-toric conjecture (CET). Our main result is





m: (CET) implies some classical conjectures, as the
Schanuel’s conjecture or its elliptic analogue, but it implies new conjectures as well.
All these conjectures following from (CET) are equivalent to ðCPGÞK applied to well
chosed 1-motives: for example the Schanuel’s conjecture is equivalent to ðCPGÞK
applied to 1-motives of the kind M ¼ ½Zr Gsm:
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Introduction
Notons %Q la cloˆture alge´brique de Q dans C; et K un sous-corps
alge´briquement clos de C; non ne´cessairement alge´brique sur Q:
Soit X une varie´te´ alge´brique projective lisse de´ﬁnie sur K : Dans [8],
Grothendieck prouve que l’inte´gration des formes diffe´rentielles fournit un
isomorphisme canonique P : HndRðX Þ#KC-H
nðX ðCÞ;KÞ#KC entre la
cohomologie de de Rham alge´brique HndRðX Þ et la cohomologie singulie`re
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HnðX ðCÞ;KÞ ¼ HnðX ðCÞ;QÞ#Q K de X : Les pe´riodes de X sont les
coefﬁcients de la matrice de cet isomorphisme P relative a` des K-bases de
HndRðX Þ et H
nðX ðCÞ;KÞ quelconques ﬁxe´es. Toujours dans [8] note 10, il fait
allusion a` une conjecture ge´ne´rale de transcendance pour ces pe´riodes de X ;
mais c’est seulement dans [9] note historique p. 43, que cette conjecture
appara#ıt de manie`re explicite pour la premie`re fois. Si on introduit la notion




iðX ðCÞ;QÞÞÞ GLðQð1ÞÞ qui ﬁxe les classes fondamentales des
cycles alge´briques sur les puissances de X ), cette conjecture peut aussi se
formuler sous la forme plus explicite suivante (cf. [3] 1.8):
Conjecture des pe´riodes de Grothendieck. Si X est une varie´te´ alge´brique
projective lisse de´finie sur %Q; alors
deg:transc %Q %Qðp!eriodesðX ÞÞ ¼ dimQ GmotðX Þ: ðCPÞ
Dans [3, y2], on propose une ge´ne´ralisation de cette conjecture aux motifs
mixtes de´ﬁnis sur un sous-corps de C; non ne´cessairement alge´brique.
Toutefois il y a un proble`me de de´ﬁnition du groupe de Galois motivique.
Nous allons donc nous limiter aux 1-motifs, et remplacer, faute de mieux, le
groupe de Galois motivique par le groupe de Mumford-Tate, suivant [3] 2.2:
Conjecture des pe´riodes ge´ne´ralise´e pour les 1-motifs (Andre´). Si M est un 1-
motif de´fini sur K ; sous-corps de C non ne´cessairement alge´brique, alors
deg:transcQ Kðp!eriodesðMÞÞXdimQ MTðMCÞ: ðCPGÞK
Remarquons que ðCPGÞ %Q s’e´crit avec une e´galite´ car d’apre`s [3] 2.1 on a
toujours l’ine´galite´ deg:transcQ Kðpe´riodesðMÞÞpdimQ MTðMCÞþ
deg:transcQ K :
Dans [4, y4] conjecture 2, D. Bertrand donne une minoration conjecturale
du terme de gauche de ðCPGÞ %Q en fonction des repre´sentations galoisiennes
attache´es a` M : L’extension aux 1-motifs de la conjecture de Mumford-Tate
permettrait d’e´tablir l’e´quivalence de la conjecture 2 de Bertrand avec
ðCPGÞ %Q:
Dans cet article, on propose une conjecture de transcendence, qu’on
appelle conjecture elliptico-torique (CET), et notre re´sultat principal
(The´ore`me 1.2) est que (CET) est e´quivalente a` ðCPGÞK ; applique´e aux 1-




m; ou` les Ej sont des courbes
elliptiques deux a` deux non isoge`nes. Notre conjecture (CET) implique des
conjectures de transcendance ‘‘classiques’’, parmis lesquelles les plus
fameuses sont les suivantes: la conjecture de Schanuel, l’analogue elliptique
de la conjecture de Schanuel, une conjecture modulaire qui ge´ne´ralise un
the´ore`me de Nesterenko (voir [12]);yMais a` partir de (CET), on peut aussi
construire d’autres conjectures de transcendance, qui, a` ma connaissance, ne
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se trouvent pas dans la litte´rature (voir Remarque 1.4). Chacune de ces
conjectures, qui peuvent se de´duire de (CET), est e´quivalente a` ðCPGÞK
applique´e a` un 1-motif bien choisi: par exemple, la conjecture de Schanuel
est e´quivalentes a` ðCPGÞK applique´e a` des 1-motifs de la forme M ¼
½Zr Gsm (Corollaire 1.3).
La de´monstration du The´ore`me 1.2 repose essentiellement sur deux calculs:
le calcul de la matrice des pe´riodes de M et le calcul de la dimension sur Q du
groupe de Mumford-Tate de MC: Voici comment est organise´ ce travail: Dans
la premie`re section, on e´nonce la conjecture (CET). Dans la Section 2, on fait
quelques rappels sur les 1-motifs, leurs re´alisations et leurs groupe de
Mumford-Tate. Dans la Section 3, on prouve que ðCPGÞK applique´e aux 1-
motifs sans partie abe´lienne est e´quivalente a` la conjecture de Schanuel
(Corollaire 1.3). Meˆme si ce re´sultat peut eˆtre vu comme un corollaire du
the´ore`me principal, on en donnera une autre preuve qui met en e´vidence le
fait qu’on ne fait pas un simple de´compte sur les degre´s de transcendance,
mais qu’il faut vraiment entrer dans la structure du groupe de Mumford-Tate
des 1-motifs (cf. 3.4 et 5.4). Les Sections 4 et 5 sont les plus techniques: elles
contiennent le calcul de la matrice des pe´riodes et du groupe de Mumford-
Tate des 1-motifs dont l’extension sous-jacente est triviale. Dans la dernie`re
section, on de´montre notre re´sultat principal (The´ore`me 1.2).
Ce travail correspond a` un chapitre de ma the`se de doctorat faite sous la
direction de Yves Andre´. Je suis tre`s reconnaissante envers Daniel Bertrand
des diverses discussions que nous avons eues sur ce sujet. Je tiens aussi a`
remercier Gisbert Wu¨stholz pour ses nombreux commentaires sur ce travail.
Dans tout l’article, %Q de´signe la cloˆture alge´brique de Q dans C; et K un
sous-corps alge´briquement clos de C; non ne´cessairement alge´brique sur Q:
1. La conjecture elliptico-torique
1.1. Pour e´noncer notre conjecture elliptico-torique, on a besoin de
quelques notations. Si E est une courbe elliptique, on note jðEÞ son
invariant modulaire, o1;o2 (resp. Z1; Z2) ses pe´riodes (resp. ses quasi-
pe´riodes) et k ¼ EndðEÞ#ZQ son corps des endomorphismes. Si P est un
point de EðCÞ; p (resp. d) de´signe une inte´grale elliptique de premie`re (resp.
de deuxie`me) espe`ce associe´e a` P:
Conjecture elliptico-torique. Soient E1;y;En des courbes elliptiques deux a`
deux non isoge`nes. Si q1;y; qs sont des points de C
n et P1j ;y;Prjj des points
de ðEjÞCðCÞ; alors









 1n þ 1; ðCETÞ
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ou` /qlSl est le sous-groupe multiplicatif de C
n engendre´ par les fqlgl¼1;y;s; et
IðEjÞ est le sous kj-espace vectoriel de C=kj o1j þ kj o2j engendre´ par les
fpijgi¼1;y;rj :





ðCPGÞK est e´quivalente a` (CET).
1.3. Corollaire. Pour les 1-motifs sans partie abe´lienne, ðCPGÞK est
e´quivalente a` la conjecture de Schanuel (CS).
1.4. Remarque. (1) On rapprochera l’expression 4
Pn
j¼1ðdimQ kjÞ
1  n þ 1
qui appara#ıt dans la conjecture (CET), aux re´sultats obtenus par
Wu¨stholz, dans [14] Prop. 2 et [15] th. 5, sur la dimension du %Q-espace
vectoriel engendre´ par 2ip; les pe´riodes et les quasi-pe´riodes de n courbes
elliptiques.
(2) La conjecture (CET) implique des conjectures de transcendance
‘‘classiques’’ comme la conjecture de Schanuel, l’analogue elliptique de la
conjecture de Schanuel, ... Mais a` partir de (CET), le lecteur peut s’amuser a`
‘‘construire’’ d’autres conjectures, qui ne se trouvent pas dans la litte´rature.
Voici par exemple deux nouvelles conjectures qui peuvent se de´duire de
(CET):
* Conjecture elliptique: Soient E1;y;En des courbes elliptiques deux a`
deux non isoge`nes. Si P1j ;y;Prjj sont des points de EjðCÞ; alors









1  n þ 1; ðCEÞ
ou` IðEjÞ est le sous kj-espace vectoriel de C=kj o1j þ kj o2j engendre´ par
les fpijgi:
* Conjecture modulaire: Soient q1;y; qn des points de C
n tels que jqj jo1
pour j ¼ 1;y; n: Notons JðqjÞ ¼ 1qj þ 744þ? l’invariant modulaire de
la courbe elliptique Cn=qZj et Ej une courbe elliptique d’invariant
modulaire JðqjÞ: Supposons que les courbes elliptiques E1;y;En soient
deux a` deux non isoge`nes. Alors





1  n þ 1; ðCMÞ
ou` /qjSj de´signe le sous-groupe multiplicatif de C
n engendre´ par les
fqjgj :
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(3) J. Ax a conjecture´ une version formelle de la conjecture de Schanuel: Si
y1;y; ynAC½½t1;y; tm sont line´airement inde´pendants sur Q; alors
deg:transcQ Qðy1;y; yn; e







Dans [1], il de´montre que cette version formelle de la conjecture de Schanuel
est e´quivalente a` la conjecture de Schanuel et il en ve´riﬁe un cas particulier.
Signalons aussi que dans [5] Coleman a prouve´, en s’inspirant de [1], le
the´ore`me suivant: Soient O l’anneau des entiers de %Q et E le corps des
fractions de O½½t1;y; tm: Si y1;y; ynA %Q½½t1;y; tm sont line´airement
inde´pendants sur Q; alors
deg:transcE Eðy1;y; yn; e
y1 ;yeyn ÞXn:
1.5. Exemples. (1) Soient qACn et K la cloˆture alge´brique de QðqÞ:
Conside´rons le 1-motif M ¼ ½Z Gm avec uð1Þ ¼ qAGmðKÞ: Si on applique
ðCPGÞK a` M on a




D’autre part, posons x1 ¼ log q et x2 ¼ 2ip: La conjecture de Schanuel
applique´e a` x1 et x2; nous dit que si log q et 2ip sont Q-line´airement
inde´pendants (i.e. si q n’est pas une racine de l’unite´), alors
deg:transcQ Qðlog q; 2ip; qÞX2:
Par conse´quent, dans le cas ou` q n’est pas une racine de l’unite´, la conjecture
ðCPGÞK applique´e a` M ¼ ½Z Gm est e´quivalente a` la conjecture de
Schanuel applique´e a` x1 et x2:
(2) Soit E une courbe elliptique pas de type CM. Conside´rons le 1-motif
M ¼ ½0 E qui est de´ﬁni sur K la cloˆture alge´brique de Qð jðEÞÞ: Notons
o1;o2 (resp. Z1; Z2) les pe´riodes (resp. les quasi-pe´riodes) de E: Si on
applique ðCPGÞK a` M ¼ ½0 E; on obtient la conjecture suivante
deg:transcQ Qð jðEÞ;o1;o2; Z1; Z2ÞX4;
i.e. quatre au moins des cinq nombres jðEÞ;o1;o2; Z1 et Z2 sont
alge´briquement inde´pendants sur Q: En particulier, si la courbe elliptique
est de´ﬁnie sur %Q; on retrouve la conjecture des pe´riodes de Grothendieck
(CP)
deg:transcQ Qðo1;o2; Z1; Z2Þ ¼ 4:
(3) Soient E une courbe elliptique pas de type CM et P un point de ECðCÞ
d’ordre inﬁni. Conside´rons le 1-motif M ¼ ½Z E avec uð1Þ ¼ P; qui est
de´ﬁni sur K la cloˆture alge´brique de Qð jðEÞ;PÞ: Notons o1;o2 les pe´riodes
de E et p un logarithme elliptique de P: La conjecture ðCPGÞK applique´e a`
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M ¼ ½Z E; nous fournit la conjecture suivante
deg:transcQ Qð jðEÞ;o1;o2;P; pÞX3;
i.e. trois au moins des cinq nombres jðEÞ;o1;o2;P et p sont alge´briquement
inde´pendants sur Q:
(4) Soit M ¼ ½0 E avec E une courbe elliptique de type CM. Notons
o1;o2 (resp. Z1; Z2) les pe´riodes (resp. les quasi-pe´riodes) de E: Si on
applique ðCPGÞ %Q a` M ¼ ½0 E; on trouve le the´ore`me de Chudnovsky
deg:transcQ Qðo1;o2; Z1; Z2Þ ¼ 2:
(5) Soient E une courbe elliptique de type CM et P un point de ECðCÞ
d’ordre inﬁni. Conside´rons le 1-motif M ¼ ½Z E avec uð1Þ ¼ P; qui est
de´ﬁni sur K la cloˆture alge´brique deQðPÞ:Notons o1;o2 les pe´riodes de E et
p un logarithme elliptique de P: La conjecture ðCPGÞK applique´e a` M ¼
½Z E; nous fournit la conjecture
deg:transcQ Qðo1;P; pÞX2;
i.e. deux au moins des trois nombres o1; P et p sont alge´briquement
inde´pendants sur Q:
(6) Soient qACn tel que jqjo1; JðqÞ ¼ 1
q
þ 744þ? l’invariant modulaire
de la courbe elliptique Cn=qZ; et E une courbe elliptique de type CM
d’invariant modulaire JðqÞ: Notons o1;o2 (resp. Z1; Z2) ses pe´riodes (resp.
ses quasi-pe´riodes). Conside´rons le 1-motif M ¼ ½Z EGm avec uð1Þ ¼
ð0; qÞ; qui est de´ﬁni sur K la cloˆture alge´brique de Qðq; JðqÞÞ: Si on applique
ðCPGÞK a` M ¼ ½Z EGm; on trouve un the´ore`me de Y. Nesterenko
(voir [12]):
deg:transcQ %Qðq;o1; 2ipÞ ¼ 3:
2. Rappels sur les 1-motifs
2.1. Un 1-motif M ¼ ½X G sur K consiste en
(a) un Z-module libre de type ﬁni X ;
(b) une extension G d’une varie´te´ abe´lienne A par un tore T ; de´ﬁnie sur
K ;
(c) un homomorphisme u : X-GðKÞ:
On de´signe par MC le 1-motif sur C ðX ;AC;TC;GC; uÞ: On peut associer a`
M ¼ ½X G sa re´alisation de Hodge, sa re´alisation de de Rham et son
groupe de Mumford-Tate:
* Re´alisation de Hodge de M: De´signons par TZðMCÞ le produit ﬁbre´ de
LieðGCÞ et X au dessus de GC: TZðMCÞ ¼ fðg;xÞALieðGCÞ  X j expðgÞ ¼
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uðxÞg; ou` exp : LieðGCÞ-GC est l’application exponentielle. Le Q-espace
vectoriel THðMCÞ ¼ TZðMCÞ#Z Q est la re´alisation de Hodge du 1-motif
M: On de´ﬁnit une ﬁltration croissante W sur TZðMCÞ de la
fac¸on suivante: W0ðTZðMCÞÞ ¼ TZðMCÞ;W1ðTZðMCÞÞ ¼ H1ðGC;ZÞ;
W2ðTZðMCÞÞ ¼ H1ðTC;ZÞ: On a e´vidamment Gr
W
0 ðTZðMCÞÞD
X ;GrW1ðTZðMCÞÞDH1ðAC;ZÞ et Gr
W
2ðTZðMCÞÞDH1ðTC;ZÞ: Sur
TCðMCÞ ¼ TZðMCÞ#Z C est de´ﬁnie une ﬁltration de´croissante F et le
triplet ðTHðMCÞ;W;FÞ que l’on obtient ainsi, est une Q-structure de
Hodge mixte sans torsion, de niveau p1; de type fð0; 0Þ; ð0;1Þ; ð1; 0Þ;
ð1;1Þg; et telle que GrW1ðTHðMCÞÞ soit polarisable. (cf. [6] (10.1.3)).
* Re´alisation de de Rham de M: Plac¸ons-nous dans la cate´gorie des
complexes de faisceaux abe´liens pour la topologie fppf et conside´rons M
comme un complexe concentre´ en degre´s 1 et 0: D’apre`s [6] (10.1.7) (a),
(b) et (c), Ext1ðM ;GaÞ est un espace vectoriel de dimension ﬁnie et
HomðM ;GaÞ ¼ 0: Donc graˆce aux re´sultats de [10] chap.1 (1.7) e´te´ndus
aux complexes de faisceaux abe´liens, on peut conclure qu’il existe une
extension universelle vectorielle de M par le groupe vectoriel
HomðExt1ðM;GaÞ;GaÞ: On note cette extension My ¼ ½X-Gy: Le K-
espace vectoriel TdRðMÞ ¼ LieðGyÞ est la re´alisation de De Rham du 1-
motif M: Comme pour la re´alisation de Hodge, on de´ﬁnit une ﬁltration
croissante W sur TdRðMÞ: W0ðTdRðMÞÞ ¼ TdRðMÞ;W1ðTdRðMÞÞ ¼
TdRðGÞ;W2ðTdRðMÞÞ ¼ HomðT ;GmÞ
3#K ; ou` TdRðGÞ est l’alge`bre de
Lie de l’extension universelle vectorielle de G par le groupe vectoriel
HomðExt1ðG;GaÞ;GaÞ:
* Groupe de Mumford-Tate de M: De´signons par /ðTHðMCÞ;W;FÞS
#
la sous-cate´gorie tannakienne neutre de la cate´gorie des Q-structures de
Hodge mixtes engendre´e par THðMCÞ: Cette sous-cate´gorie est munie du
foncteur ﬁbre o qui associe a` chaque objet H de /ðTHðMCÞ;W;FÞS
#
son Q-espace vectoriel sous-jacent. D’apre`s [7] 2.11, le foncteur Aut#ðoÞ
est repre´sentable par un Q -sous-groupe alge´brique ferme´ P de
GLðTHðMCÞÞ et o de´ﬁnit une e´quivalence de cate´gories tensorielles
/ðTHðMCÞ;W;FÞS
#-ðRepQðPÞ;#Þ; ou´ RepQðPÞ est la cate´gorie des
repre´sentations de dimension ﬁnie de P sur Q: On appelle P le groupe de
Mumford-Tate de M : Dans la suite on le notera MTðMCÞ: D’apre`s [13]
Chapitre 2 y2, MTðMCÞ est muni d’une ﬁltration croissante, W; de´ﬁnie
sur Q:
W0ðMTðMCÞÞ ¼ MTðMCÞ;
W1ðMTðMCÞÞ ¼ fgAMTðMCÞ j ðg  idÞTHðMCÞDH1ðGC;QÞ; ðg  idÞH1
ðGC;QÞDH1ðTC;QÞ; ðg  idÞH1ðT ;QÞ ¼ 0g;
W2ðMTðMCÞÞ ¼ fgAMTðMCÞ j ðg  idÞTHðMCÞDH1ðTC;QÞ; ðg  idÞH1
ðGC;QÞ ¼ 0g:
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Si on pose GrW0 ðMTðMCÞÞ ¼ W0=W1ðMTðMCÞÞ; d’apre`s [B83, y2.2] on
sait que
* GrW0 ðMTðMCÞÞ agit trivialement sur Gr
W
0 ðTHðMCÞÞ et par homothe´ties
sur GrW2ðTHðMCÞÞ;
* l’image de GrW0 ðMTðMCÞÞ dans GLðGr
W
1ðTHðMCÞÞÞ est le groupe de
Mumford-Tate de A; note´ MTðACÞ:
2.2. Dans [6] (10.1.8), Deligne prouve que l’inte´gration des formes
diffe´rentielles fournit un isomorphisme canonique de C-espaces vectoriels
P : HdRðMÞ#K C-HHðMCÞ#Q C
ou` HdRðMÞ ¼ HomðTdRðMÞ;KÞ et HHðMCÞ ¼ HomðTHðMCÞ;QÞ: On ap-
pelle matrice des pe´riodes de M la matrice de l’isomorphisme P relative a` des
K-bases de HdRðMÞ et HHðMCÞ#Q K quelconques ﬁxe´es. Le corps
Kðp!eriodesðMÞÞ engendre´ sur K par les coefﬁcients d’une telle matrice, est
inde´pendant du choix des K-bases.
2.3. Remarque. Puisque le the´ore`me [6] (10.1.3) est vrai a` isoge´nie pre`s, deux
1-motifs isoge`nes ont les meˆmes pe´riodes et le meˆme groupe de Mumford-
Tate. On va donc pouvoir travailler a` isoge´nie pre`s.
3. Cas des 1-motifs sans partie abe´lienne
3.1. Soit M ¼ ½X T  un 1-motif de´ﬁni sur K sans partie abe´lienne. On
peut supposer X ¼ Zr pour un certain entier rX0; et puisque K est
alge´briquement clos, on a que TDGsm pour un certain entier sX0: Notons
fzig une base de Z
r et fxlg une base du groupe de caracte`res du tore G
s
m;
XnðGsmÞ: SiC : Z
r  X nðGsmÞ-GmðKÞ est la forme biline´aire induite par u; on
pose qil ¼ Cðzi;xlÞ; de sorte que uðziÞ ¼ ðqi1;y; qisÞAG
s
mðKÞ pour i ¼
1;y; r:
3.2. Lemme. Une matrice des pe´riodes du 1-motif M ¼ ½Zr Gsm a la forme
suivante:
log q11 ? log q1s
Idrr ^ & ^






Preuve. Puisque M n’a pas de partie abe´lienne, on observe d’apre`s [6] (10.1.7)
(b) que Ext1ðM;GaÞ ¼ HomðZ
r;GaÞ De plus puisque Ext1ðGm;GaÞ ¼ 0;
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l’extension universelle vectorielle de M est canoniquement scinde´e, i.e.
ðGsmÞ
y ¼ Gsm  ðExt
1ðM ;GaÞÞ
3: Par de´ﬁnition de re´alisation de de Rham,
on a alors que TdRðMÞ ¼ TdRðG
s
mÞ  ðZ




est canoniquement scinde´e. Pour ce qui concerne la re´alisation de Hodge,





Choisissons maintenant des bases: Notons *gi ‘‘un’’ rele`vement de zi dans
THðMCÞ et fdzig l’image dans HdRðMÞ de la base de HomðZ
r#K ;KÞ qui est
duale a` fzig: Soit fglg la base de H1ðG
s
m;QÞ; telle que f
gl
2ipg soit la base duale




g de HdRðMÞ et f*gi; glg de THðMCÞ; la matrice des pe´riodes a la forme
de´sire´e. &
3.3. Remarque. Les de´terminations des logarithmes complexes, qui apparais-
sent dans la matrice des pe´riodes, ne sont pas bien de´ﬁnies car elles de´pendent
du rele`vement dans THðMCÞ de la base de Z
r#Q: Toutefois, le corps K
(pe´riodesðMÞÞ e´tudie´ dans la conjecture des pe´riodes ge´ne´ralise´e se reve`le eˆtre
inde´pendant du choix de ce rele`vement car il contient force´ment 2ip:
3.4. Proposition. Soit M ¼ ½Zr Gsm un 1-motif de´fini sur K ; avec uðziÞ ¼
ðqi1;y; qisÞAG
s
mðKÞ: Notons LðTÞ le sous Q-espace vectoriel de C=2ipQ
engendre´ par les flog qilgi;l : Alors
dimQ MTðMCÞ ¼ 1þ dimQ LðTÞ:
Preuve. Posons UðMTðMCÞÞ ¼ ker½MTðMCÞ-MTðW1ðMCÞÞ: Puisque
M est sans partie abe´lienne on observe que W1ðMTðMCÞÞ ¼
UðMTðMCÞÞ et Gr
W
0 ðMTðMCÞÞ ¼ MTðG
s
mÞ: On a donc que
dimQ MTðMCÞ ¼ 1þ dimQ UðMTðMCÞÞ: ð3:4:1Þ
Soient uðZrÞ la cloˆture de Zariski de l’image de u dans Gsm; G
0 la composante
neutre de uðZrÞ; et N l’indice de G0 dans uðZrÞ: Puisque K est alge´briquement
ferme´ on a G0 ¼ G%sm; pour un certain %sps: Le diagramme suivant
fournit une isoge´nie entre M et le 1-motif ½Nu : Zr-Gsm; qui est isoge`ne a`
%M ¼ ½Nu : Zr-G%sm"½0 : 0-G
s%s
m : Mais alors, d’apre`s la Remarque 2.3
on peut travailler avec le 1-motif %M au lieu du 1-motif de de´part M :
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Si on pose M 0 ¼ ½u0 ¼ Nu :Zr-G%sm; ou` u
0ð1;y; 1Þ ¼ ð~q01;y;~q0 rÞ avec
~q0 i ¼ ðq0i1;y; q
0
i%sÞAðK
nÞ%s; on remarque facilement que UðMTð %MCÞÞ ¼
UðMTðM 0CÞÞ: Puisque u
0 est dominant, si on applique la proposition 1 de
[2] a` M 0; on trouve que




ou` FDM%s%sðQÞ: Pour que le calcul de dimQ UðMTð %MCÞÞ soit inde´pendant
du choix des logarithmes (voir Remarque 3.3), on va travailler modulo 2ip:
A partir de u0 : Zr-G%sm; construisons un homomorphisme
U 0 :Qr- ðC=2ipQÞ%s de la fac¸on suivante




nei / n log~q0 i / n log~q0 i
ou` fei ¼ ð0;y; 1;y; 0Þg est la base canonique de Q
r; log~q0 i ¼
ðlog q0i1;y; log q
0
i%sÞAC
%s; et log~q0 i est l’image de log~q0 i dans ðC=2ipQÞ%
s:
De´signons par LðT 0Þ le sous Q -espace vectoriel de C=2ipQ engendre´ par les
flog q0ijgi;j et soit flog q
0
il ;jl
gl¼1;y;dimQ LðT 0Þ une base de LðT
0Þ: Puisque l’action
de F sur U 0ðQrÞ est donne´e par la formule





















































F  ðlog q0il ;jl e
t
1Þ
ou` et1 est le transpose´ du premier vecteur de la base canonique de Q
%s:
Les composantes irre´ductibles du F -module F  U 0ðQrÞ sont donc les
F -modules fF  ðlog q0il ;jl e
t




est irre´ductible, d’apre`s le lemme de Schur, on obtient alors que
dimQ HomFðF  u
0ðZrÞ;H1ðG
%s
m;QÞÞ ¼ dimQ LðT
0Þ: ð3:4:3Þ
Graˆce a` (3.4.1) et a` (3.4.2) on peut conclure. &
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3.5. Preuve de 1.3. (A) ðCPGÞK implique (CS):
(A1) 2ip appartient au Q -espace vectoriel engendre´ par x1;y;xs:
Supposons que 2ip ¼ xs: Notons k la cloˆture alge´brique de Qðq1;y; qs1Þ
dans C; ou´ q1 ¼ ex1 ;y; qs1 ¼ exs1 ; et conside´rons le 1-motif, de´ﬁni sur k;
M ¼ ½Z Gs1m ] avec uð1Þ ¼ ðq1;y; qs1ÞAðk
nÞs1: D’apre`s 3.2, les pe´riodes
de M sont les log q1;y; log qs1; 2ip; et puisque les x1;y; xs1 sont
line´airement inde´pendants sur Q; graˆce a` 3.4 on a dimQ MTðMCÞ ¼ s: Si
on applique la conjecture des pe´riodes ge´ne´ralise´e ðCPGÞk a` ce 1-motif M ¼
½Z Gs1m ; on obtient l’ine´galite´
deg:transcQ kðlog q1;y; log qs1; 2ipÞXs
qui n’est autre que la conjecture de Schanuel applique´e a` x1;y;xs:
(A2) 2ip n’appartient pas au Q -espace vectoriel engendre´ par x1;y;xs:
Notons k la cloˆture alge´brique de Qðq1;y; qsÞ dans C; ou´ q1 ¼ ex1 ;y; qs ¼
exs ; et conside´rons le 1-motif, de´ﬁni sur k; M ¼ ½Z Gsm avec uð1Þ ¼
ðq1;y; qsÞAðknÞ
s: Graˆce a` 3.2, les pe´riodes de M sont les
log q1;y; log qs; 2ip; et puisque les x1;y;xs sont Q -line´airement inde´pen-
dants, d’apre`s 3.4 on a dimQ MTðMCÞ ¼ s þ 1: La conjecture ðCPGÞk
applique´e a` ce 1-motif M ¼ ½Z Gsm], nous dit alors que
deg:transcQ kðlog q1;y; log qs; 2ipÞXs þ 1 et donc
deg:transcQ Qðx1;y; xs; e
x1 ;yexs ; 2ipÞXs þ 1:
Mais ceci implique que deg:transcQ Qðx1;y; xs; e
x1 ;yexsÞXs:
(B) (CS) implique ðCPGÞK :
Soit K un sous-corps de C alge´briquement ferme´, mais qui n’est pas
ne´cessairement alge´brique. Conside´rons un 1-motif M ¼ ½Zr Gsm] de´ﬁni
sur K ; sans partie abe´lienne et avec uð1;y; 1Þ ¼ ð~q1;y;~qrÞ; ou´ ~qi ¼
ðqi1;y; qisÞAðKnÞ
s: D’apre`s 3.2, les pe´riodes de M sont les log qij ; 2ip: Soit
PðMÞ le sousQ-espace vectoriel de C engendre´ par ces pe´riodes. Notons d sa
dimension et x1;y;xd une Q-base. Puisque les x1;y; xd sont Q -line´airement
inde´pendants, si on applique la conjecture de Schanuel a` x1;y;xd on trouve que
deg:transcQ Kðp!eriodesðMÞÞXdeg:transcQ Qð2ip; log qij ; qijÞi;jXd
Mais d’apre`s 3.4, on sait que dimQ MTðMCÞ ¼ d et donc on peut conclure
que deg:transcQ Kðp!eriodesðMÞÞXdimQ MTðMCÞ: &
4. Calculs de pe´riodes
4.1. Conside´rons un 1-motif de´ﬁni sur K de la forme M ¼
½Zr Pnj¼1 Ej G
s
m; ou´ E1;y;En sont des courbes elliptiques deux a`
deux non isoge`nes. Notons fzig une base de Z
r et fxlg une base du groupe de
caracte`res du tore Gsm; X
nðGsmÞ: Si C : Z
r  X nðGsmÞ-GmðKÞ est la forme
biline´aire induite par uT ; on pose qil ¼ Cðzi;xlÞ de sorte que uT ðziÞ ¼
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ðqi1;y; qisÞAG
s
mðKÞ: De plus, soit uAðziÞ ¼ ðPi1;y;PinÞAP
n
j¼1EjðKÞ: De´-
signons par foj ; Zjg une K-base de H
1
dRðEjÞ ou´ oj est une forme diffe´rentielle
de premie`re espe`ce et Zj une de deuxie`me espe`ce, et par fg1j ; g2jg une base de
H1ððEjÞC;ZÞ: Enﬁn notons o1j ¼
R
g1j
oj et o2j ¼
R
g2j







ZjÞ les pe´riodes (resp. les quasi-pe´riodes) de Ej :
Proposition 4.2. Une matrice des pe´riodes du 1-motif M ¼ ½Zr Pnj¼1 Ej 
G
s
m a la forme suivante:
p11 d11 ? ? p1n d1n log q11 ? log q1s
Idrr ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ & ^















oj modQo1j þQo2j et dij ¼
R Pij
0
Zj modQ Z1j þQ Z2j pour i ¼
1;y; r et j ¼ 1;y; n:
Preuve. Posons A ¼ Pnj¼1Ej ; T ¼ G
s
m et G ¼ A  T : D’apre`s 2.1, la
re´alisation de de Rham de M s’inscrit dans le diagramme
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ou` la suite exacte verticale est canoniquement scinde´e car G ¼ A  T : On




ou` f est la transpose´e de i: Ve´riﬁons que cette suite exacte est
canoniquement scinde´e. Posons MT ¼ ½Z
r T  et MA ¼ ½Z
r A: Les









Montrons que ces deux suites exactes sont canoniquement scinde´es:
(1) Puisque Ext1ðGm;GaÞ ¼ 0; l’extension universelle vectorielle de MT est
canoniquement scinde´e et donc la suite exacte (4.2.2) admet une section
canonique tT : TdRðMT Þ-TdRðTÞ i.e. tT 3 iT ¼ id :
(2) Soient MyA ¼ ½X-G
y
A l’extension universelle vectorielle de MA par le
groupe vectoriel ðExt1ðMA;GaÞÞ
3 et Ay l’extension universelle vectorielle de
A par le groupe vectoriel ðExt1ðA;GaÞÞ
3: Plac¸ons-nous dans la cate´gorie des
complexes de faisceaux abe´liens pour la topologie fppf et conside´rons MA
comme un complexe concentre´ en degre´s 1 et 0. Puisque HomðX ½1;GaÞ ¼
0; a` partir de la suite exacte 0-X ½1-MA-A-0; on obtient la suite exacte
longue
0-Ext1ðA;GaÞ-Ext1ðMA;GaÞ-Ext1ðX ½1;GaÞ-?
La premie`re ﬂe´che de cette suite exacte longue nous fournit la ﬂe`che a du
diagramme commutatif
ou` a et b sont surjectives. En passant aux alge`bres de Lie, la surjection b
nous de´ﬁnit une section canonique tA : TdRðMAÞ-TdRðAÞ de (4.2.3), i.e.
tA 3 iA ¼ id (cette dernie`re e´galite´ provient du fait que le diagramme est
commutatif et que la dernie`re ﬂe`che verticale est l’identite´).
Conside´rons maintenant les homomorphismes de restriction
rA : TdRðMÞ-TdRðMAÞ et rT : TdRðMÞ-TdRðMT Þ;
qui ont les proprie´te´s suivantes: rA jGrW1ðTdRðMÞÞ
¼ id et rT jGrW2ðTdRðMÞÞ ¼ id :
On a donc que iT ¼ rT 3 iT et iA ¼ rA 3 iA: Si on note pT ¼ tT 3 rT et pA ¼
tA 3 rA; on observe que pT 3 iT ¼ id; et pA 3 iA ¼ id: Mais alors, puisque i ¼
ðiA; iT Þ; si on pose p ¼ ðpA; pT Þ on obtient que p 3 i ¼ id; et il sufﬁt de prendre
la transpose´e de p pour obtenir une section canonique de (4.2.1).
C. Bertolin / Journal of Number Theory 97 (2002) 204–221216
Pour ce qui concerne la re´alisation de Hodge, d’apre`s 2.1, elle s’inscrit
dans la suite exacte
0-H1ðGC;QÞ-THðMCÞ-Z
r#Q-0
Choisissons maintenant des K-bases: Notons *gi ‘‘un’’ rele`vement de zi
dans THðMCÞ et fdzig l’image dans HdRðMÞ de la base de HomðZ
r#K ;KÞ
qui est duale a` fzig: Soit fglg la base de H1ðG
s
m;QÞ; telle que f
gl
2ipg soit la base
duale de fxlg: Enﬁn notons encore oj (resp. Zj ; resp.
dxl
xl





En appliquant la formule de Ku¨nneth a` A et en se rappelant que G est une
extension scinde´e, on obtient que fdzi;o1; Z1;o2;y;on; Zn;
dxl
xl
g est une K-
base de HdRðMÞ et que f*gi; g11; g21; g12;y; g1n; g2n; glg est une K-base de
THðMCÞ: Dans ces bases la matrice des pe´riodes a la forme de´sire´e. &
4.3. Remarque. Comme pour le cas sans partie abe´lienne, les coefﬁcients de
la matrice des pe´riodes ne sont pas bien de´ﬁnis car ils de´pendent du
rele`vement dans THðMCÞ de la base de Z
r: Toutefois, le corps Kðpe´riodesðMÞÞ
e´tudie´ dans la conjecture des pe´riodes ge´ne´ralise´e, se reve`le eˆtre inde´pendant
du choix de ce rele`vement car il contient force´ment 2ip; les pe´riodes et les
quasi-pe´riodes de toutes les courbes elliptiques qui de´ﬁnissent A:
5. Calculs de groupes de Mumford-Tate
5.1. Dans cette section on va calculer la dimension du groupe de Mumford-
Tate des 1-motifs de la forme M ¼ ½Zr Pnj¼1Ej G
s
m: Pour faire cela` on
aura besoin de quelques lemmes pre´liminaires.
Soit M ¼ ½X G un 1-motif de´ﬁni sur K : Posons
UðMTðMCÞÞ ¼ ker MTðMCÞ-MTðW1ðMCÞÞ½ :
5.2. Lemme. Si M ¼ ½X G est un 1-motif tel que G est une extention
scinde´e, alors
dimQ MTðMCÞ ¼
dimQ MTðACÞ si ACa0;
þdimQ UðMTðMCÞÞ
1þ dimQ UðMTðMCÞÞ si AC ¼ 0 et TCa0:
8><
>:
Preuve. Selon 2.1 il sufﬁt de ve´riﬁer que W1ðMTðMCÞÞ ¼ UðMTðMCÞÞ:
D’apre`s le lemme 2 de [2], MTðMCÞ respecte la ﬁltration W de THðMCÞ: En




gAMTðMCÞ ) ðg  idÞTHðMCÞDH1ðGC;QÞ
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Puisque G ¼ A  T ; on a que W1ðTHðMCÞÞ ¼ W2ðTHðMCÞÞ 
GrW1ðTHðMCÞÞ et donc
gAUðMTðMCÞÞ3 gjGrW1ðTHðMCÞÞ ¼ id et gjW2ðTHðMCÞÞ ¼ id
3 ðg  idÞH1ðGC;QÞDH1ðTC;QÞ et
ðg  idÞH1ðTC;QÞ ¼ 0:
Mais alors, par de´ﬁnition de W1ðMTðMCÞÞ; on observe qu’un e´le´ment
appartient a` UðMTðMCÞÞ si et seulement si il appartient a`
W1ðMTðMCÞÞ: &
5.3. Soit M ¼ ½Zr Pnj¼1Ej G
s
m un 1-motif de´ﬁni sur K ; avec E1;y;En
des courbes elliptiques deux a` deux non isoge`nes. Notons kj ¼ EndðEjÞ#ZQ
le corps des endomorphismes de Ej : De plus soit fzig une base de Z
r et
posons uT ðziÞ ¼ ðqi1;y; qisÞAG
s
mðKÞ et uAðziÞ ¼ ðPi1;y;PinÞAP
n
j¼1EjðKÞ:
5.4. Proposition. Pour le 1-motif M ¼ ½Zr Pnj¼1 Ej G
s
m on a que
dimQ UðMTðMCÞÞ ¼ dimQ LðTÞ þ
Xn
j¼1
2 dimkj IðEjÞ ð5:4:1Þ
ou` LðTÞ est le sous Q-espace vectoriel de C=2ipQ engendre´ par les flog qilgi;l ;
et IðEjÞ est le sous kj-espace vectoriel de C=kj o1j þ kj o2j engendre´ par les
inte´grales elliptiques de premie`re espe`ce fpijgi associe´es aux points fPijgi:
Preuve. Posons G ¼ Pnj¼1Ej G
s
m: Soient uðZ
rÞ la cloˆture de Zariski de
l’image de u dans G; G0 la composante neutre de uðZrÞ; et N l’indice de G0
dans uðZrÞ: Le diagramme
fournit une isoge´nie entre M et le 1-motif ½Nu : Zr-G: De plus, graˆce au
lemme de re´ductibilite´ comple`te de Poincare´ applique´ aux produits de
courbes elliptiques par des tores, on a que ½Nu : Zr-G est isoge`ne a` %M ¼
½Nu :Zr-G0"½0 : 0-G=G0: D’apre`s la Remarque 2.3, on peut alors
travailler avec le 1-motif %M au lieu du 1-motif de de´part M :
Si on pose M 0 ¼ ½u0 ¼ Nu : Zr-G0; on remarque que UðMTð %MCÞÞ ¼
UðMTðM 0CÞÞ: Puisque u
0 est dominant, si on applique la proposition 1 de [2]
a` M 0; on trouve que UðMTðM 0CÞÞDHomF ðF  u
0ðZrÞ;H1ðG0C;QÞÞ ou´ F ¼
EndðG0Þ#Q et donc
dimQ UðMTð %MCÞÞ ¼ dimQ HomF ðF  u
0ðZrÞ;H1ðG0C;QÞÞ: ð5:4:2Þ
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Puisque les courbes elliptiques sont deux a` deux non isoge`nes, d’apre`s le
lemme de Goursat on a que
G0 ¼ G%sm  El1 ? El %n
ou` %sps et ljAf1;y; ng pour j ¼ 1;y; %n: Modulo une permutation des
indices des courbes elliptiques, on peut supposer que lj ¼ j pour j ¼ 1;y; %n:
Posons T 0 ¼ G%sm et A
0 ¼ P %nj¼1Ej : Avec ces notations, on a que u














0ðKÞ: Si on applique la formule de Ku¨nneth a` A0; on trouve




j¼1H1ððEjÞC;QÞÞ: L’e´galite´ (5.4.2) peut
alors se re´e´crire de la fac¸on suivante
dimQ UðMTð %MCÞÞ











ou` FT 0 ¼ EndðT 0Þ#QDM%s%sðQÞ: Pour que le calcul de dimQ UðMTð %MCÞÞ
soit inde´pendant du choix du rele`vement de la base fzig dans THðMCÞ fait en
4.2 (voir Remarque 4.3), on va travailler modulo 2ipQ et modulo les
pe´riodes de A0: Pour ce qui concerne la partie torique, d’apre`s (3.4.3) on sait
que





m;QÞÞ ¼ dimQ LðT
0Þ; ð5:4:4Þ
ou` LðT 0Þ est le sous Q -espace vectoriel de C=2ipQ engendre´ par les
flog q0ijgi;j : Occupons-nous maintenant des courbes elliptiques: pour j ¼
1;y; %n; notons I 0ðEjÞ le sous kj-espace vectoriel de C=kj o1j þ kj o2j
engendre´ par les fp0ijgi: Cet espace s’identiﬁe de fac¸on naturelle au sous kj-
espace vectoriel de EjðKÞ#Q engendre´ par les fP0ijgi: On a donc que kj 
u0jðZ
rÞ est un kj-espace vectoriel de dimension dimkj I
0ðEjÞ:
Supposons que Ej n’est pas de type CM, i.e. kj ¼ Q: Puisque
dimQ H1ððEjÞC;QÞ ¼ 2 on a alors que
dimQ HomQðQ  u0jðZ
rÞ;H1ððEjÞC;QÞÞ ¼ 2 dimQ I
0ðEjÞ: ð5:4:5Þ
Supposons maintenant que Ej est de type CM. Alors H1ððEjÞC;QÞ est un kj-
espace vectoriel de dimension 1 et donc
dimkj Homkj ðkj  u
0
jðZ
rÞ;H1ððEjÞC;QÞÞ ¼ dimkj I
0ðEjÞ:
Mais puisque kj est une extension quadratique de Q; on obtient que
dimQ Homkj ðkj  u
0
jðZ
rÞ;H1ððEjÞC;QÞÞ ¼ 2 dimkj I
0ðEjÞ: ð5:4:6Þ
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Graˆce a` (5.4.3), pour conclure il sufﬁt d’additioner les termes (5.4.4), (5.4.5)
et (5.4.6). &
5.5. Corollaire. Soit M ¼ ½Zr Pnj¼1Ej G
s
m un 1-motif de´fini sur K ; avec
E1;y;En des courbes elliptiques deux a` deux non isoge`nes. Alors








1  n þ 1
Preuve. Puisque les courbes elliptiques E1;y;En sont deux a` deux non
isoge`nes, d’apre`s [11, y2] on a que




 1n þ 1: ð5:51Þ
Graˆce a` 5.2, en additionant les termes (5.4.1) et (5.5.1) on peut
conclure. &
6. Preuve de 1.2
6.1. ðCPGÞK implique (CET). Soient E1;y;En des courbes elliptiques deux
a` deux non isoge`nes, q1;y; qs des points de C
n et P1j ;y;Prjj des points de
ðEjÞCðCÞ: Notons K la cloˆture alge´brique de Qðql ; jðEjÞ;PijÞj¼1;y;n l¼1;y;s
i¼1;y;rj
dans C: Posons r ¼ maxfrj ; sgj¼1;y;n; Pij ¼ 0 pour chaque i > rj et ql ¼ 1
pour chaque l > s: Conside´rons le 1-motif de´ﬁni sur K ; M ¼
½Zr
Qn
j¼1 Ej Gm avec uð1;y; 1Þ ¼ ð~R1;y; ~RrÞ; ou` ~Ri ¼
ðPi1;y;Pin; qiÞ: D’apre`s 4.2, les pe´riodes de M sont les
o1j ;o2j ; Z1j ; Z2j ; pij ; dij ; 2ip; log qi; et d’apre`s 5.5 la dimension du groupe de
Mumford-Tate de M est dimQ LðTÞ þ
Pn
j¼1 2 dimkj IðEjÞ þ
4
Pn
j¼1 ð dimQ kjÞ
1  n þ 1: Si on applique la conjecture des pe´riodes
ge´ne´ralise´e a` M; on obtient l’inegalite´








 1n þ 1;
qui n’est autre que la conjecture elliptico-torique.
6.2. (CET) implique ðCPGÞK : Soit K un sous-corps de C qui n’est pas
ne´cessairement alge´brique. Conside´rons un 1-motif de´ﬁni sur K ; de la forme





m] avec E1;y;En des courbes elliptiques deux a`





mðKÞ: D’apre`s 4.2 les pe´riodes de
M sont les o1j ;o2j ; Z1j ; Z2j ; pij ; dij ; log qil ; 2ip: Si on applique la conjecture
elliptico-torique aux courbes elliptiques E1;y;En et aux points Pij ; qil on
trouve
deg:transcQ Kðp!eriodesðMÞÞ








1  n þ 1:
Mais d’apre`s 5.5 ce dernier terme est la dimension du groupe de Mumford-
Tate de M et donc on a retrouve´ la conjecture des pe´riodes ge´ne´ralise´e pour
le 1-motif M: &
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